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Àííîòàöèÿ
Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè ãîëîìîðíîé óíêöèè ïî åå
ñêà÷êó íà çàäàííîé íåñïðÿìëÿåìîé äóãå. Äëÿ òàêèõ äóã ââåäåíû íîâûå ìåòðè÷åñêèå õà-
ðàêòåðèñòèêè òèïà ðàçìåðíîñòåé. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ íîâîå óñëîâèå
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è î ñêà÷êå â òåðìèíàõ óêàçàííûõ õàðàêòåðèñòèê. Îíî óëó÷øàåò èç-
âåñòíûå óñëîâèÿ òàêîãî ðîäà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãîëîìîðíàÿ óíêöèÿ, çàäà÷à î ñêà÷êå, íåñïðÿìëÿåìàÿ äóãà,
ðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü.
Ââåäåíèå
Â òåîðèè óíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé õîðîøî èçâåñòíà òàê íàçûâàåìàÿ
çàäà÷à î ñêà÷êå. Îíà ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Γ åñòü äóãà íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ñ íà÷àëîì â òî÷êå a1 è êîíöîì â òî÷êå a2 , è íà ýòîé êðèâîé
çàäàíà óíêöèÿ f(t) . Òðåáóåòñÿ íàéòè ãîëîìîðíóþ â C\Γ óíêöèþ Φ(z) , èìåþ-
ùóþ ïðè ïðèáëèæåíèè z èç îáëàñòè C\Γ ê ëþáîé òî÷êå t ∈ Γ◦ ≡ Γ\{a1, a2} ñëåâà
è ñïðàâà ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ Φ+(t) è Φ−(t) ñîîòâåòñòâåííî, ñâÿçàííûå óñëîâèåì
ãðàíè÷íîãî ñîïðÿæåíèÿ
Φ+(t)− Φ−(t) = f(t), t ∈ Γ◦; (1)
êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Φ(∞) = 0 .
Êàê ïðàâèëî, ýòó çàäà÷ó ðåøàþò â êëàññå óíêöèé, îãðàíè÷åííûõ èëè èíòå-
ãðèðóåìûõ âáëèçè êîíöîâ äóãè (ñì., íàïðèìåð, [1, 2℄), îäíàêî â äàííîé ðàáîòå
(çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåãî ïóíêòà) ìû íå íàëàãàåì íà èñêîìóþ óíêöèþ òàêèõ
îãðàíè÷åíèé






: t′, t′′ ∈ Γ, t′ 6= t′′
}
≡ hν(f,Γ) <∞ (2)
ñ êàêèì-ëèáî ïîêàçàòåëåì ν ∈ (0, 1] . Íèæå ÷åðåç Hν(Γ) ìû îáîçíà÷àåì ïðîñòðàí-
ñòâî åëüäåðà, òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ çàäàííûõ íà Γ óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ (2).
Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1, 2℄), ÷òî â ñëó÷àå êóñî÷íî-ãëàäêîé äóãè Γ
ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è (â êëàññå óíêöèé, èìåþùèõ èíòåãðèðóåìûå îñîáåííîñòè íà
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Åùå àðíàêó, Ìîðåðà è Ñîõîöêîìó áûëî â òîé èëè èíîé ñòåïåíè èçâåñòíî, ÷òî
ýòîò èíòåãðàë èìååò íåïðåðûâíûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ íà Γ◦ ñ îáåèõ ñòîðîí åñëè
ïëîòíîñòü f(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ åëüäåðà ñ ëþáûì ïîêàçàòåëåì ν èç óêà-
çàííîãî âûøå ïðîìåæóòêà, à êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêèì
(ñì. [2℄). àçíîñòü ýòèõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ðàâíà ïëîòíîñòè èíòåãðàëà; ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ðàâåíñòâî, íàçûâàåìîå îðìóëîé Ñîõîöêîãî, ëåæèò â îñíîâå ïðèëîæåíèé
èíòåãðàëà (3) â êðàåâûõ çàäà÷àõ.
Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷åíèÿ íà äóãó Γ íåîäíîêðàòíî îñëàáëÿëèñü. Îäíèì èç
íàèáîëåå âàæíûõ äîñòèæåíèé â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé íåçà-
âèñèìî äðóã îò äðóãà Å.Ì. Äûíüêèíûì [3℄ è Ò. Ñàëèìîâûì [4℄. Ýòî îöåíêà ìîäóëÿ
íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà (3) ïî ñïðÿìëÿåìîé (âîîáùå ãîâîðÿ, íåãëàäêîé) çàìêíó-
òîé êðèâîé Γ ÷åðåç ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè åãî ïëîòíîñòè f è íåêîòîðûå âåëè÷èíû,
õàðàêòåðèçóþùèå ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà Γ. Â ÷àñòíîñòè, âûÿñíèëîñü, ÷òî åñëè f ∈
∈ Hν(Γ) ïðè ν > 1/2 , òî ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ Φ±(t) ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû áåç
êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ñïðÿìëÿåìóþ êðèâóþ Γ .
Å.Ì. Äûíüêèí [3℄ óñòàíîâèë òàêæå, ÷òî åãî ðåçóëüòàò íåóëó÷øàåì â òåðìèíàõ
èñïîëüçîâàííûõ ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êðèâîé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðîèçâîëü-
íî èêñèðîâàííîãî ν ∈ (0, 1/2] îí ïîñòðîèë òàêóþ ñïðÿìëÿåìóþ êðèâóþ Γ è òàêóþ
çàäàííóþ íà íåé óíêöèþ f(t) ∈ Hν(Γ) , ÷òî èíòåãðàë (3) òåðÿåò íåïðåðûâíîñòü â
îäíîé èç òî÷åê êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ. Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à
î ñêà÷êå ðàçðåøèìà íà ïðîèçâîëüíîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé ïðè óñëîâèè ν > 1/2 ,
ïðè÷åì ïîñëåäíåå óñëîâèå íåóëó÷øàåìî íà âñåì êëàññå ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ.
Çàòåì íàìè áûëà èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è î ñêà÷êå íà íåñïðÿìëÿåìîé
êðèâîé. Áûëî äîêàçàíî (ñì. [5℄), ÷òî äëÿ ëþáîé ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé Γ è





ñóùåñòâóåò ãîëîìîðíàÿ â C\Γ óíêöèÿ Φ(z) , ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ñâÿ-
çàíû ðàâåíñòâîì (1). Çäåñü Dm Γ  ýòî õîðîøî èçâåñòíàÿ â òåîðèè ðàêòàëîâ (ñì.,
íàïðèìåð, [6℄) âåðõíÿÿ ìåòðè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü Γ , òî åñòü





ãäå N(ε; Γ) åñòü íàèìåíüøåå ÷èñëî êðóãîâ äèàìåòðà ε , îáðàçóþùèõ ïîêðûòèå Γ
(ïî âèäèìîìó, âïåðâûå îïðåäåëåíèå ýòîé ðàçìåðíîñòè áûëî äàíî â ðàáîòå [7℄). Åñëè
Γ åñòü ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ, òî Dm Γ = 1 , òàê ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñîäåðæèò â ñåáå
óñëîâèå ν > 1/2 äëÿ ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ. Â äàëüíåéøåì íàìè áûëè ïîëó÷åíû
åãî àíàëîãè äëÿ ðàçîìêíóòûõ äóã (ñì., íàïðèìåð, [8℄).
Óñëîâèå (4) òàêæå íåóëó÷øàåìî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû ÷èñåë d, ν ,
ñâÿçàííûõ íåðàâåíñòâàìè 0 < ν ≤ d/2 < 1 , ìîæíî ïîñòðîèòü êðèâóþ Γ âåðõíåé
ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè d è óíêöèþ f ∈ Hν(Γ) , äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à î ñêà÷êå
(1) íåðàçðåøèìà. Êîíñòðóêöèÿ òàêèõ êðèâîé è óíêöèè ïðèâåäåíà â [5℄. Îäíàêî
ýòîò ðåçóëüòàò íå èñêëþ÷àåò ñóùåñòâîâàíèÿ êðèâûõ Γ è çàäàííûõ íà íèõ óíêöèé
f , äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå (4) íå âûïîëíåíî, íî çàäà÷à (1) ðàçðåøèìà. Â ðàáîòå [9℄
ïîñòðîåí êëàññ êðèâûõ, íà êîòîðîì ýòà âîçìîæíîñòü ðåàëèçóåòñÿ.
Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî òðàêòîâàòü êàê íåïîëíîå ñîîòâåòñòâèå òàêîé
ìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ, êàê âåðõíÿÿ ìåòðè÷åñêàÿ ðàç-
ìåðíîñòü, ïîòðåáíîñòÿì çàäà÷è î ñêà÷êå. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à ïîñòðîå-
íèÿ èíûõ õàðàêòåðèñòèê òèïà ðàçìåðíîñòè, áîëåå òî÷íî îïèñûâàþùèõ ïðèðîäó
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êðèâûõ, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à î ñêà÷êå ðàçðåøèìà. Äëÿ çàìêíóòûõ êðèâûõ òà-
êàÿ ðàçìåðíîñòü ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [10℄ ïîä íàçâàíèåì óòî÷íåííîé ìåòðè÷åñêîé
ðàçìåðíîñòè, çàòåì â íåñêîëüêî èçìåíåííîì âèäå ýòà õàðàêòåðèñòèêà èçó÷àëàñü
â [11℄. Â îáåèõ ýòèõ ðàáîòàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è î
ñêà÷êå ìîæíî óëó÷øèòü ïóòåì çàìåíû â íèõ âåðõíåé ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè íà
óòî÷íåííóþ ìåòðè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü. Îäíàêî ýòà âåëè÷èíà èìååò èíóþ ïðèðî-
äó, ÷åì âåðõíÿÿ ìåòðè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü. Òàê, âî âñåõ îïðåäåëåíèÿõ óòî÷íåííîé
ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè êàêîãî-ëèáî ìíîæåñòâà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíî ðàçäå-
ëÿåò ïëîñêîñòü íà äâå îáëàñòè. Ïîýòîìó ïðè àäàïòàöèè äàííîé õàðàêòåðèñòèêè
äëÿ íåçàìêíóòûõ êðèâûõ (òî åñòü äóã) âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè.
Â äàííîé ðàáîòå ýòè òðóäíîñòè â êàêîé-òî ìåðå ïðåîäîëåâàþòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò
ê ïîñòðîåíèþ àíàëîãà óòî÷íåííîé ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè äëÿ äóã, èìåþùåãî
ïðèëîæåíèÿ â çàäà÷å î ñêà÷êå. Â ïåðâîì ïàðàãðàå îáñóæäàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ
óòî÷íåííîé ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè äëÿ ðàçîìêíóòûõ äóã, à âî âòîðîì ýòà õà-
ðàêòåðèñòèêà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñêà÷êå.
1. Îïðåäåëåíèÿ óòî÷íåííîé ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè
Ñíà÷àëà íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ èç ðàáîò [10, 11℄.
Â ðàáîòå [10℄ èíòåðåñóþùàÿ íàñ âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ òàê.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü Γ  íåñïðÿìëÿåìàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, îãðàíè÷èâàþ-
ùàÿ êîíå÷íóþ îáëàñòü D . àññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé îáëàñòè
â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íûõ èëè áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ äèàäè÷åñêèõ êâàäðàòîâ,
íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Ìíîæåñòâî e(Γ) ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñåë p ≥ 1 ,
îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
îáëàñòü D äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå îáúåäèíåíèÿ äèàäè÷åñêèõ êâàäðàòîâ





Òîãäà âåëè÷èíó inf e(Γ) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü dm⋄ Γ .
Îòìåòèì, ÷òî ïîä äèàäè÷åñêèìè êâàäðàòàìè ïîíèìàþòñÿ, êàê îáû÷íî, êâàäðà-
òû ñ ïàðàëëåëüíûìè îñÿì ñòîðîíàìè, äëèíû êîòîðûõ èìåþò çíà÷åíèÿ âèäà 2−k ,
à âåðøèíû ëåæàò â òî÷êàõ âèäà 2−mn , ãäå k, m, n  öåëûå ÷èñëà. Ñîáñòâåí-
íî â ðàáîòå [10℄ êâàäðàòû íå ïðåäïîëàãàëèñü äèàäè÷åñêèìè, íî ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ýòî äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå íå ìîæåò èçìåíèòü âåëè÷èíó dm
⋄ Γ . Íàêîíåö, äëÿ
áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ êâàäðàòîâ ïîä êîíå÷íîñòüþ ñóììû, âõîäÿùåé â ýòî îïðå-
äåëåíèå ïîíèìàåòñÿ ñõîäèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ðÿäà. Âåëè÷èíó dm
⋄ Γ ìîæíî
íàçâàòü àïïðîêñèìàöèîííîé ðàçìåðíîñòüþ êðèâîé Γ.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèÿì èç ðàáîòû [11℄. Îáà ñîäåðæàùèõñÿ â íåé îïðå-
äåëåíèÿ îñíîâàíû íà ñïåöèàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêî-
ñòè, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü èõ ðàçëîæåíèÿìè.
Ïóñòü D  êîíå÷íàÿ îáëàñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. àññìîòðèì êîíå÷íóþ
èëè ñ÷åòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∆ , ñîñòîÿùóþ èç ïàð âèäà {δj, sj}, j = 0, 1, 2, . . . ,
ãäå δj ïðè ëþáîì j åñòü êîíå÷íàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, à âåëè÷èíà sj ïðè êàæäîì
j ïðèíèìàåò çíà÷åíèå +1 èëè −1 , ïðè÷åì s0 = +1 . Ñ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ ïàð ∆ ñâÿæåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ (åå ÷àñòè÷íûõ ñóìì) ∆0, ∆1,




sjδj åñòü âíóòðåííîñòü îáúåäèíåíèÿ ∆n−1 ∪ δn ïðè sn = +1 è ðàçíîñòè
∆n−1 \ δn ïðè sn = −1 . Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∆ áåñêîíå÷íà, òî ∆∞ ñîñòîèò
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èç òî÷åê z , ïðèíàäëåæàùèõ âñåì ÷àñòè÷íûì ñóììàì ∆n , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
n = n(z) . Ìû áóäåì íàçûâàòü ∆ ðàçëîæåíèåì D , åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà
óñëîâèÿ: (à) δn ∩ ∆n−1 = ∅ ïðè sn = +1 è δn ⊂ ∆n−1 ïðè sn = −1 äëÿ n =
= 1, 2, . . . ; (á) D = ∆m , ãäå m  ÷èñëî ïàð â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ∆ (îíî ìîæåò
áûòü êàê êîíå÷íûì ÷èñëîì, òàê è áåñêîíå÷íîñòüþ).
Äàëåå, áóäåì íàçûâàòü ðàçëîæåíèå ∆ ñïðÿìëÿåìûì, åñëè âñå âõîäÿùèå â íåãî
îáëàñòè δj èìåþò ñïðÿìëÿåìûå ãðàíèöû, è êâàäðàòíûì, åñëè âñå ýòè îáëàñòè åñòü
äèàäè÷åñêèå êâàäðàòû.
Åñëè ∆  ñïðÿìëÿåìîå ðàçëîæåíèå, òî ïðè êîíå÷íîì m ãðàíèöà ∆m âñåãäà
ñïðÿìëÿåìà, òàê ÷òî ñïðÿìëÿåìîå èëè êâàäðàòíîå ðàçëîæåíèå îáëàñòè ñ íåñïðÿì-
ëÿåìîé ãðàíèöåé ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì.
Äàëåå, äëÿ ëþáîé îáëàñòè δ îáîçíà÷èì ÷åðåç w(δ) äèàìåòð íàèáîëüøåãî èç
ïîìåùàþùèõñÿ âíóòðè δ îòêðûòûõ êðóãîâ; åñëè ãðàíèöà δ ñïðÿìëÿåìà, òî λ(δ)
îçíà÷àåò äëèíó ýòîé ãðàíèöû.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü Γ  çàìêíóòàÿ æîðäàíîâà êðèâàÿ íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, ðàçáèâàþùàÿ íåêîòîðóþ ñîäåðæàùóþ åå îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü Q ñî
ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé íà äâå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè Q′ è Q′′ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
e′(Γ) ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë p ≥ 1 , îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
õîòÿ áû îäíà èç îáëàñòåé Q′ , Q′′ äîïóñêàåò ñïðÿìëÿåìîå ðàçëîæåíèå ∆ =





Òîãäà âåëè÷èíà rdm Γ ≡ inf e′(Γ) íàçûâàåòñÿ óòî÷íåííîé ìåòðè÷åñêîé ðàçìåð-
íîñòüþ êðèâîé Γ .
Åñëè ∆ = {{δ0, s0}, {δ1, s1}, {δ2, s2}, . . . }  ðàçëîæåíèå îäíîé èç êîìïîíåíò Q
′,
Q′′ , òî ∆′ = {{Q,+1}, {δ0,−s0}, {δ1,−s1}, {δ2,−s2}, . . . } åñòü ðàçëîæåíèå âòîðîé,
òî åñòü óòî÷íåííàÿ ðàçìåðíîñòü íå çàâèñèò îò âûáîðà êîìïîíåíòû. Î÷åâèäíî îíà
íå çàâèñèò è îò âûáîðà îáúåìëþùåé îáëàñòè Q .
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî e⋄(Γ) ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñåë p ≥ 1 , îáëàäà-
þùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
õîòÿ áû îäíà èç îáëàñòåé Q′ , Q′′ äîïóñêàåò êâàäðàòíîå ðàçëîæåíèå ∆ =






Òîãäà âåëè÷èíó inf e⋄(Γ) áóäåì îáîçíà÷àòü rdm⋄ Γ .
Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ýòèõ òðåõ õàðàêòåðèñòèê êðèâîé Γ . Îòìåòèì ïðåæäå
âñåãî ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [10℄:
(à1) äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé æîðäàíîâîé êðèâîé Γ íà ïëîñêîñòè ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ
1 ≤ dm⋄ Γ ≤ Dm Γ ≤ 2;
(á1) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà d ∈ (1, 2] ñóùåñòâóåò êðèâàÿ Γ òàêàÿ, ÷òî dm⋄ Γ < d =
= Dm Γ;
è èç ðàáîòû [11℄:
(à2) äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé æîðäàíîâîé êðèâîé Γ íà ïëîñêîñòè ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ
1 ≤ rdm Γ = rdm⋄ Γ ≤ Dm Γ ≤ 2; (5)
(á2) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà d ∈ (1, 2] ñóùåñòâóåò êðèâàÿ Γ òàêàÿ, ÷òî rdm Γ < d =
= Dm Γ.
Èíûìè ñëîâàìè, íè îäíà èç ðàçìåðíîñòåé dm
⋄ Γ, rdm Γ, rdm⋄ Γ íå ñîâïàäàåò ñ
Dm Γ , à ðàçìåðíîñòè rdm Γ è rdm⋄ Γ ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé.
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Òåïåðü ñðàâíèì îïðåäåëåíèÿ 1 è 3. Â ïåðâîì èç íèõ èäåò ðå÷ü î ïîñòðîåíèè
îãðàíè÷åííîé êðèâîé Γ îáëàñòè ïóòåì ¾ñëîæåíèÿ¿ äèàäè÷åñêèõ êâàäðàòîâ, à â
ïîñëåäíåì ê ¾ñëîæåíèþ¿ äîáàâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ¾âû÷èòàíèÿ¿. Ïîýòîìó e(Γ) ⊂
⊂ e⋄(Γ) è dm⋄ Γ ≥ rdm Γ = rdm⋄ Γ. Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííûå â ýòèõ ðàáîòàõ óñëîâèÿ
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è î ñêà÷êå èìåþò âèä (4) ñ çàìåíîé âåðõíåé ìåòðè÷åñêîé ðàç-
ìåðíîñòè Dm Γ íà îäíó èç ââåäåííûõ â ýòîì ïàðàãðàå óòî÷íåííûõ ðàçìåðíîñòåé
dm
⋄ Γ, rdm Γ, rdm⋄ Γ , ïîñòîëüêó ìåíüøèå ðàçìåðíîñòè rdm Γ è rdm⋄ Γ èìåþò
çäåñü ïðåèìóùåñòâî, îïðàâäûâàþùåå èõ óñëîæíåííîå îïðåäåëåíèå. Âïðî÷åì, íàì
íåèçâåñòíû ïðèìåðû êðèâûõ, äëÿ êîòîðûõ dm
⋄ Γ > rdm Γ.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, êîìïîíåíòû Q′ è Q′′ èãðàþò ñîâåðøåííî ñèììåòðè÷íûå
ðîëè â îïðåäåëåíèÿõ óòî÷íåííûõ ðàçìåðíîñòåé. Â îïðåäåëåíèÿõ 2 è 3 ðàçó ¾õîòÿ
áû îäíà èç îáëàñòåé Q′ , Q′′ äîïóñêàåò. . . ¿ ìîæíî çàìåíèòü íà ¾îáå îáëàñòè Q′ ,
Q′′ äîïóñêàþò. . . ¿, ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåîðìóëèðîâàòü ýòè îïðåäåëåíèÿ òàê, ÷òîáû
îíè èìåëè ñìûñë íå òîëüêî äëÿ çàìêíóòûõ êðèâûõ. Ïðèâåäåì îáà âàðèàíòà òàêîãî
îïðåäåëåíèÿ: ¾ñïðÿìëÿåìûé¿ è ¾êâàäðàòíûé¿.
Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü Γ  êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,
à Q  îáëàñòü ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé òàêàÿ, ÷òî Γ ⊂ Q . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q1,
Q2, . . . ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà Q \ Γ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç e′(Γ) ìíîæåñòâî
âñåõ ÷èñåë p ≥ 1 , îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
êàæäàÿ èç êîìïîíåíò Q1, Q2, . . . äîïóñêàåò ñïðÿìëÿåìîå ðàçëîæåíèå ∆ =





Òîãäà âåëè÷èíà rdm Γ ≡ inf e′(Γ) íàçûâàåòñÿ óòî÷íåííîé ìåòðè÷åñêîé ðàçìåð-
íîñòüþ êðèâîé Γ .
Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü ìíîæåñòâî e⋄(Γ) ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñåë p ≥ 1 , îáëàäà-
þùèõ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
êàæäàÿ èç êîìïîíåíò Q1, Q2, . . . äîïóñêàåò êâàäðàòíîå ðàçëîæåíèå ∆ =






Òîãäà âåëè÷èíó inf e⋄(Γ) áóäåì îáîçíà÷àòü rdm⋄ Γ .
Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
(à3) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Γ íà ïëîñêîñòè èìåþò ìåñòî ñî-
îòíîøåíèÿ (5);
(á3) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà d ∈ (1, 2] ñóùåñòâóåò ðàçîìêíóòàÿ äóãà Γ òàêàÿ, ÷òî
rdm Γ < d = Dm Γ.
Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì
óòâåðæäåíèÿ (à2) èç ðàáîòû [11℄. Óòâåðæäåíèå (á3) òàêæå ñëåäóåò èç îöåíîê ýòîé
ðàáîòû. Â íåé äëÿ ëþáîãî d ∈ (1, 2] ïîñòðîåíà çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ ñ áåñêîíå÷íûì
ìíîæåñòâîì çâåíüåâ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåáóåìîìó ñîîòíîøåíèþ; åñëè óäàëèòü èç
íåå îäíî çâåíî, òî ïîëó÷èòñÿ ðàçîìêíóòàÿ äóãà, îïèñàííàÿ â óòâåðæäåíèè (á3).
Îòìåòèì, ÷òî äóãà Γ çàìûêàåìàÿ (ñì. íèæå).
2. àçðåøèìîñòü çàäà÷è î ñêà÷êå
2.1. Çàìûêàåìûå äóãè. Òåïåðü âåðíåìñÿ ê çàäà÷å (1). Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì
ýòó çàäà÷ó íà çàìûêàåìîé äóãå. Çäåñü è íèæå äóãà Γ íàçûâàåòñÿ çàìûêàåìîé, åñëè
åå êîíöû ìîæíî ñîåäèíèòü â C êóñî÷íî-ãëàäêîé äóãîé γ , íå èìåþùåé ñ Γ äðóãèõ
îáùèõ òî÷åê. Ñêà÷îê f ìîæíî ïðîäîëæèòü íà γ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ïðîäîë-
æåíèÿ Óèòíè (ñì., íàïðèìåð, [13℄). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì çàäà÷ó î ñêà÷êå íà
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ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è. Ïîñêîëüêó äóãà γ  êóñî÷íî-ãëàäêàÿ, òî âáëè-
çè êîíöîâ aj , j = 1, 2, ýòà ðàçíîñòü èìååò îñîáåííîñòè íå âûøå ëîãàðèìè÷åñêîãî
ïîðÿäêà, òî åñòü Φ(z) = O(log |z − aj |), j = 1, 2. Èòàê, äîêàçàíà
Òåîðåìà 2. Åñëè Γ  çàìûêàåìàÿ äóãà è f ∈ Hν(Γ) , òî ïðè óñëîâèè (6) çàäà÷à
î ñêà÷êå (1) èìååò ðåøåíèå, îñîáåííîñòè êîòîðîãî íà êîíöàõ ýòîé äóãè èìåþò
íå áîëåå, ÷åì ëîãàðèìè÷åñêèé ïîðÿäîê.
Çàìå÷àíèå î ëîãàðèìè÷åñêîì õàðàêòåðå îñîáåííîñòåé ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ
íà êîíöàõ äóãè äîïóñêàåò óòî÷íåíèå, à èìåííî: èç íàøèõ ïîñòðîåíèé ñëåäóþò îöåí-
êè Φ(z) = (−1)jf(aj) log |z − aj |+ cj + o(|z − aj |) ïðè z → aj , j = 1, 2. Çäåñü cj 
ïîñòîÿííûå ÷èñëà.
2.2. Íåçàìûêàåìûå êðèâûå. Òåïåðü ðàññìîòðèì íåñïðÿìëÿåìóþ äóãó, êî-
òîðóþ íåëüçÿ çàìêíóòü êóñî÷íî-ãëàäêîé äóãîé. Ïóñòü Γ1 ⊂ Γ  äóãà ñ íà÷àëîì
è êîíöîì â òî÷êàõ b1 è b2 , b1 6= b2 . ðàíèöà çàìêíóòîé âûïóêëîé îáîëî÷êè Γ1
ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó âíóòðåííþþ òî÷êó äóãè Γ1 , ê íåé ìîæíî ïðèêîñíóòüñÿ
êîíöîì ìàëîãî ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà, íå èìåþùåãî èíûõ îáùèõ òî÷åê ñ Γ . Òà-
êèå òî÷êè áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíî äîñòèæèìûìè. Êàê ìû òîëüêî ÷òî âèäåëè,
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè äóãè Γ ëåæèò õîòÿ áû îäíà ëèíåéíî
äîñòèæèìàÿ òî÷êà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî ëèíåéíî äîñòèæèìûõ òî÷åê âñþ-
äó ïëîòíî íà Γ . Åñëè êîíöû äóãè Γ1 ëèíåéíî äîñòèæèìû, òî ýòà äóãà çàìûêàåìà.
Ïîýòîìó Γ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå
⋃
Γj ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà çàìû-
êàåìûõ äóã. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φj(z) ïîñòðîåííîå â ï. 2.1 ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå
íà çàìûêàåìîé äóãå Γj . Èç îöåíîê, ïðèâåäåííûõ â êîíöå òîëüêî ÷òî óïîìÿíóòîãî
ïóíêòà ñëåäóåò, ÷òî åñëè Γm è Γn  äâå ñîñåäíèå äóãè ñ îáùåé êîíöåâîé òî÷êîé,
òî îñîáåííîñòè óíêöèé Φm è Φn â ýòîé òî÷êå ïðè ñóììèðîâàíèè ñîêðàùàþòñÿ,
òî åñòü Φm + Φn  ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå íà îáúåäèíåííîé äóãå Γm
⋃
Γn . Ïî-
ýòîìó, åñëè áû ðÿä
∞∑
j=1
Φj(z) ñõîäèëñÿ, òî åãî ñóììà äàâàëà áû ðåøåíèå çàäà÷è î
ñêà÷êå íà âñåé äóãå Γ . Âîîáùå ãîâîðÿ, äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ, íî åãî ìîæíî ðåãó-
ëÿðèçîâàòü: âñåãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ óíêöèé




â C \ Γ . Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ðàöèîíàëüíûõ óíêöèé ïîâòîðÿåò
ðàññóæäåíèÿ èç ðàáîòû [12℄. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíà
Òåîðåìà 3. Íà ëþáîé íåñïðÿìëÿåìîé äóãå Γ çàäà÷à î ñêà÷êå ðàçðåøèìà ïðè
óñëîâèè (6).
Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé òåîðåìû çäåñü ìû íå ïîëó÷èëè íèêàêîé èíîðìà-
öèè î ïîâåäåíèè ðåøåíèÿ íà êîíöàõ äóãè. Ýòî ïîâåäåíèå èìååò âàæíîå çíà÷åíèå
ïðè èññëåäîâàíèè êðàåâûõ çàäà÷ (ñì., íàïðèìåð, [1, 2℄). Â ýòîé ñâÿçè ïðèâåäåì
íåêîòîðûå îöåíêè ðåøåíèÿ âáëèçè êîíöåâûõ òî÷åê.
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2.3. Îñîáåííîñòè íà êîíöàõ. àññìîòðèì çàäà÷ó î åäèíè÷íîì ñêà÷êå:
Φ+(t)− Φ−(t) = 1, t ∈ Γ◦;








ãäå âåòâü ëîãàðèìà îïðåäåëÿåòñÿ ðàçðåçîì âäîëü Γ è óñëîâèåì kΓ(∞) = 0 . Íà
êîíöàõ äóãè Γ ìíèìàÿ ÷àñòü ýòîé óíêöèè èìååò ëîãàðèìè÷åñêèå îñîáåííîñòè;
÷òî æå êàñàåòñÿ åå äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè, òî îíà ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííîé (åñëè
äóãà Γ  ãëàäêàÿ èëè õîòÿ áû çàìûêàåìàÿ), íî ìîæåò è èìåòü îñîáåííîñòè ñêîëü
óãîäíî âûñîêîãî ïîðÿäêà, åñëè ýòà äóãà ñêðó÷èâàåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåì êîíöå
â ñïèðàëü. Ëþáûå îãðàíè÷åíèÿ ýòèõ îñîáåííîñòåé ñîîòâåòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿì íà
ñêîðîñòü òàêîãî ñêðó÷èâàíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îáùàÿ
çàäà÷à î ñêà÷êå (1) èìååò ðåøåíèå ñ òåì æå ïîðÿäêîì îñîáåííîñòåé íà êîíöàõ, ÷òî
è ðåøåíèå çàäà÷è î åäèíè÷íîì ñêà÷êå kΓ .
Âûáåðåì ÷èñëî r > 0 òàê, ÷òîáû äóãà Γ ïîëíîñòüþ ëåæàëà âíóòðè êðóãà |z| < r
è îáîçíà÷èì ÷åðåç ω(z) ãëàäêóþ óíêöèþ, ðàâíóþ åäèíèöå ïðè |z| ≤ r è íóëþ
ïðè |z| ≥ 2r . Ïóñòü fw(z)  ðåçóëüòàò ïðîäîëæåíèÿ Óèòíè (ñì., íàïðèìåð, [13℄) íà
âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü óíêöèè f , îïðåäåëåííîé íà Γ . Òîãäà ïðîèçâåäåíèå
ψ(z) := kΓ(z)ω(z)f
w(z) íåïðåðûâíî â C \ Γ è èìååò òàì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî
Re z è Im z âñåõ ïîðÿäêîâ. Íà äóãå Γ óíêöèÿ ψ èìååò ñêà÷îê f . Êðîìå òîãî, ýòà











Ïðåæäå âñåãî âûÿñíèì, êîãäà âõîäÿùèé ñþäà èíòåãðàë ñóùåñòâóåò. Êàê ïî-
êàçàíî â [11℄, ïðîèçâîäíàÿ ∂fw/∂ζ èíòåãðèðóåìà â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè â
ëþáîé ñòåïåíè, ìåíüøåé ÷èñëà (2 − rdm Γ)/(1 − ν) , òî åñòü ïðè óñëîâèè (6) îíà
èíòåãðèðóåìà â íåêîòîðîé ñòåïåíè, áîëüøåé 2. Ïîýòîìó ïðè óñëîâèè
kΓ(z) = O(|z − aj |
−α), α < 1, j = 1, 2, (8)
óíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì ψζ := ∂ψ/∂ζ èíòåãðèðóåìà, ÷òî äåëàåò îïðå-
äåëåíèå Ψ(z) êîððåêòíûì. Äàëåå, ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ âíå ëþáûõ îêðåñòíîñòåé
êîíöîâ äóãè Γ óíêöèÿ ψζ èíòåãðèðóåìà â íåêîòîðîé ñòåïåíè, áîëüøåé äâóõ.
Îòñþäà (ñì., íàïðèìåð, [14℄) ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëüíûé ÷ëåí (7) íåïðåðûâåí âî
âñåé ïëîñêîñòè çà âîçìîæíûì èñêëþ÷åíèåì êîíöîâ äóãè Γ . Êðîìå òîãî, èç õîðîøî








(ñì., íàïðèìåð, [14℄) ñëåäóåò, ÷òî óíêöèÿ Ψ(z) ãîëîìîðíà â C \Γ è èñ÷åçàåò íà
áåñêîíå÷íîñòè. Èòàê, ïðè óñëîâèÿõ (6) è (8) óíêöèÿ (7) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è î ñêà÷êå (1). Íàì îñòàëîñü âûÿñíèòü, êàêèå îñîáåííîñòè îíà èìååò
íà êîíöàõ äóãè Γ .
Åå ïåðâîå ñëàãàåìîå ψ(z) èìååò â òî÷êàõ aj , j = 1, 2 îñîáåííîñòè òîãî æå èëè
áîëåå íèçêîãî (åñëè f îáðàùàåòñÿ òàì â íóëü) ïîðÿäêà, ÷òî è kΓ(z) . Â ëþáîì ñëó-
÷àå ψ(z) = O(|z − aj |−α) . Äëÿ îöåíêè îñîáåííîñòåé âòîðîãî ñëàãàåìîãî îáîçíà÷èì
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÷åðåç p ñòåïåíü, ñ êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ ∂fw/∂ζ èíòåãðèðóåìà â êîíå÷íîé ÷àñòè
































ãäå p−1+ q−1 = 1 , ζ = x+ iy , à C  íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Îöåíêè
ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà õîðîøî èçâåñòíû (ñì., íàïðèìåð, [14℄): îí îãðàíè÷åí ïðè
qα + q < 2 , èìååò ëîãàðèìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå aj ïðè qα + q = 2 è
îñîáåííîñòü ïîðÿäêà O(|z − aj |−(qα+q−2)) ïðè qα + q > 2 . Ïîñêîëüêó q < 2 , òî
ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê îñîáåííîñòè èíòåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî â (7) åñòü (qα+ q−
− 2)/q = α+ 1− 2/q < α . Èòàê, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 4. Åñëè äóãà Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8) è f ∈ Hν(Γ) , òî ïðè
óñëîâèè (6) çàäà÷à î ñêà÷êå (1) èìååò ðåøåíèå, îñîáåííîñòè êîòîðîãî íà êîíöàõ
ýòîé äóãè äîïóñêàþò îöåíêó Φ(z) = O(|z − aj|−α), j = 1, 2 .
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ýòà òåîðåìà 4 îïèñûâàåò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à
î ñêà÷êå îáùåãî âèäà èìååò íà êîíöàõ êîíòóðà îñîáåííîñòè íå áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà, ÷åì çàäà÷à î åäèíè÷íîì ñêà÷êå íà òîì æå êîíòóðå.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå îññèéñêîãî îíäà óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-
äîâàíèé (ïðîåêòû 06-01-81019-Áåë-à è 07-01-00166-a).
Summary
B.A. Kats. Metri Charateristis of Non-Retiable Ars and the Jump Problem.
The paper is dealing with the boundary value problem on reonstrution of holomorphi
funtion with known jump on a given non-retiable ar. There are introdued new metri
harateristis of dimensional type for the non-retiable ars. The main result of the paper is
new ondition for solvability of the jump problem in terms of the mentioned harateristis. It
improves the known onditions of that kind.
Key words: holomorphi funtion, the jump problem, non-retiable ar, frational
dimension.
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